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IL PROBLEMA

Siano:

f,g:R" >R
f,g €C'(A)

dove A € un aperto di R”

Minimizzare f = f(x),con x € R”
soggetta a
gi(x)=0, j=1,2,...,m.

Nel seguito assumeremo sempre m < n, in caso contrario il
problema diventa sovradefinito e nella maggior parte dei casi non
avra soluzione.



METODO VARIAZIONI VINCOLATE

Lidea alla base del metodo delle variazioni vincolate € quella di
determinare un’espressione in forma chiusa del differenziale df per
tutti i punti per cuigj(x) = 0, (/ = 1,2,...,m) & soddisfatta. Per
fissare le idee il metodo verra sviluppato per il caso bidimensionale
n=2em=1.



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Minimizzare f(x1, x2) soggetta a g(x1,x2) =0



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Minimizzare f(x1, x2) soggetta a g(x1,x2) =0

In generale, affinché ad x* corrisponda un minimo di f(x) &
necessario sia:
of(x*)  Idf(x*) df(x*)

= - = :—:0

&X1 8X2 o 8Xn




METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Minimizzare f(x1, x2) soggetta a g(x1,x2) =0

In generale, affinché ad x* corrisponda un minimo di f(x) &
necessario sia:

of(x’) Jf(x’) IJf(x) _ 0
&X1 B 8X2 T 8Xn B
ovVvero: o Py Py
df = —dxy + =—dxo+...+ =—dx, =0 (1)

X4 OXo X



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Poiché il vincolo impone g(x], x3) = 0, possiamo ragionevolmente
assumere
g(x] +dxq,x; +dx2) =0 (2)



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Poiché il vincolo impone g(x], x3) = 0, possiamo ragionevolmente
assumere
g(x] +dxq,x; +dx2) =0 (2)

Lespansione in serie di Taylor della (2) in un intorno del punto
(X}, x;) conduce a

dg(x:, x: dg(x:, x:
g( ! 2)dX1+ g( ! 2)dX2 =0
ox4 X
(3)

gxj +dxq, x3+dx2) = g(xj, x3) +



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Dalla (3) si ottiene:



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Sostituendo la (4) nella (1) otteniamo:

dg(x3, x3)
_o”f(xj,xé) Ixo If(x3,x3)

xy  dg(x], x3) oxo
ox 1



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO BIDIMENSIONALE

Sostituendo la (4) nella (1) otteniamo:

9g(x;, x;)
_af(X?/X;) 8X2 af(XT/X;) ~0 (5)
xy  dg(x], x3) oxo 2
8X1

ovvero:

900, x3) g3, x5) g0, x) A0y x5)
8x1 8xz 8x1 aXQ a

equazione la cui soluzione conduce all’ottimo.



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Ci si propone di estendere le considerazioni svolte per il caso
bidimensionale a quelle relative al caso generale:

Si calcoli il vettore x* che minimizzaf :R" — RefeC'e
soddisfi i vincoli algebrici

gi(x)=0 peri=1,...,m<n. (7)



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Generalizzando la (3) otteniamo:

dg1(x")

dxq +

dg1(x")

8X1

dGm(X")

dxi +

8x2

Idgm(X")

8X1

an

dxo+... + 991(x )dx,, =0
Ixn
= (8)
dX2+...+M X, =0
0Xn



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Introdotto il vettore delle incognite

dx1+m:{ dx; dxo ... dxpm }T ,

la matrice dei coefficienti

dg1(x*)  dg1(x*) dg1(x*)
X1 X2 OXm

J(gx—"""im)= z o )
et Igm(X")  Igm(X’) AGim(X°)

X1 OXo Y MXm



METODO VARIAZIONE VINCOLATE - CASO GENERALE

e il vettore dei termini noti

_dgi1(x")  dgi(x*)  dgi(x)
IXm 1 OXm+2 o OXn Vi
v= s =1 o
) dgn)  dgmt) | |

8Xm+1 aXm+2 aXn



METODO VARIAZIONE VINCOLATE - CASO GENERALE

e il vettore dei termini noti

_dgi1(x")  dgi(x*)  dgi(x)
IXm 1 OXm+2 o OXn Vi
V= : =9 (10)
0gnX)  gm)  dgm0) | v
8Xm+1 aXm+2 o aXn

il sistema pud quindi scriversi nella forma compatta:

o

)dx1+m =v. (11)
X‘],...,Xm



METODO VARIAZIONE VINCOLATE - CASO GENERALE

Affinché il sistema (11) ammetta soluzione & necessario sia:

detJ(Qh--—-fgr") £0 (12)
X1,.. .,Xm




METODO VARIAZIONE VINCOLATE - CASO GENERALE

Affinché il sistema (11) ammetta soluzione & necessario sia:

detJ(Qh--—-fgr") £0 (12)
X1,.. .,Xm

La k™@ componente contenuta nel vettore dx1-, pud esprimersi

k
l
Jdgi(x”)  dgq(x’) y dg1(x")
ox; 9% . 1 .. X
det : : o :
IGm(X*)  Igm(X) y AgGm(X")
I, e Vo T

ka =

detJ(g1/-"/gm)
X‘],...,Xm



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Sviluppando la (13) si ottiene

det J (91—9'") dx,

X1 yoee e ,Xm
m
n Ugi — 01
=(-1)k+ D ( Z %dx,-) detd| ——n
- i
i=m+1 UX’ — X
—V4 i=1

n

+ ... (_1)(k+m)+1 ( Z &Q—mdx,-

i=m+1



0 =
= Ayt | (=)D T Gop g +.
OXm+1
Jxi=x
i=1
m
Jai-
d9m i=1
(=) M+ _ZZM get gl S |+ ...+ dxa(.. )
OXm+1 m

Xi —
i=1

m
Ug' gj

p)
= A1 Z( 1)k 2 5 I getd| =

X1 m
o

_;

+ ...+ dxa(...)

(14)



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Sostituendo nella (1) i risultati della (14) si ha:



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Sostituendo nella (1) i risultati della (14) si ha:

f
a_d tg (9 9m dxq +8_d tg (9 Im dx> (15)
X1 X1, ., Xm IXo X1,...,Xm
+ . +ﬁdtJ(u)dxn
0Xn X1, ..., Xm

m
o Ugt—gj
Ig; t=1
= X1 Z Z( 1)+t 8xmj+ detd|
UXt—X,'
t=1

du(%--_-fgm))+...+dxn<...)
X1,.-+-,Xm

aXm+1



(16)



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Affinché la (16) sia vera & necessario che ogni coefficiente
didx,, V¢ € [m + 1; n]sianullo. Tali coefficienti possono
essere espressi sotto forma di determinante ovvero:



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Affinché la (16) sia vera & necessario che ogni coefficiente
didx,, V¢ € [m + 1; n]sianullo. Tali coefficienti possono
essere espressi sotto forma di determinante ovvero:

of | of o

oxy X1 OXm
> det| dgi dxe=0.|  (17)
{=m+1 8).(5 J(g1,...,gm)

% X1,.--,Xm

an




METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Riassumendo si pud osservare che:

O Ciascuna equazione di vincolo gj(x) = 0, perj =1,2,...,m
da luogo ad un’equazione lineare nelle variazioni dx;, per
i=1,2,...,n.



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Riassumendo si pud osservare che:

O Ciascuna equazione di vincolo gj(x) = 0, perj =1,2,...,m
da luogo ad un’equazione lineare nelle variazioni dx;, per
i=1,2,...,n.

O Si forma quindi il sistema (11) di m equazioniinn > m
incognite. In tal modo i differenziali dx; presenti df sono
espressi in funzione di n — m differenziali indipendenti
(dXm+1, - - -, dxp).



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CASO GENERALE

Riassumendo si pud osservare che:

O Ciascuna equazione di vincolo gj(x) = 0, perj =1,2,...,m
da luogo ad un’equazione lineare nelle variazioni dx;, per
i=1,2,...,n.

O Si forma quindi il sistema (11) di m equazioniinn > m
incognite. In tal modo i differenziali dx; presenti df sono
espressi in funzione di n — m differenziali indipendenti
(dXm+1, - - -, dxp).

O Imponendo siano nulli i coefficienti dei suddettin —m
differenziali indipendenti si ottengono le condizioni
necessarie per I'esistenza della soluzione del problema di
ottimo:



detJ(M £0 (18a)
X1,-++-,Xm
of | of o
oxp X1 OXm
det @ =0 Vle[m+1;n] (18b)
a)'(f J(g1;-~;gm)
% X1,.--,Xm
an



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CONDIZIONI SUFFICIENTI

In teoria, con m vincoli si potrebbe esprimere f solamente in
funzione di Xp11, . . ., Xn. Lespansione in serie di Taylor della
funzione f pud quindi essere scritta come

21



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CONDIZIONI SUFFICIENTI

In teoria, con m vincoli si potrebbe esprimere f solamente in
funzione di Xp11, . . ., Xn. Lespansione in serie di Taylor della
funzione f pud quindi essere scritta come

f (X" +dx*) ~f (x*) + Z (af(x*)) dx;+

. oX;
i=m+1

9%f(x*)
21 Z Z (8x,8xxj) (19)

i=m+1 j=m+1

21



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CONDIZIONI SUFFICIENTI

Si osserva che x* & un punto stazionario la (19) quindi pud essere
riscritta come

22



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CONDIZIONI SUFFICIENTI

Si osserva che x* & un punto stazionario la (19) quindi pud essere
riscritta come

F(X* +dx°) — f (X) z% >y (92,: (x*))dx,-dxj:O. (20)

. . aX,'an
i=m+1 j=m+1

22



METODO VARIAZIONI VINCOLATE - CONDIZIONI SUFFICIENTI

Si osserva che x* & un punto stazionario la (19) quindi pud essere
riscritta come

n n Dpris
f(x*+dx*)—f(x*)z% 3oy (%;g))dx,m:o. (20)

i=m1 j=m+1 J

Condizione sufficiente Q sia un minimo (massimo) € che Q
sia definita positiva (negativa).

22



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Le caratteristiche del metodo dei moltiplicatori di Lagrange saranno
inizialmente discusse per il caso di ottimizzazione di una funzione
f:R?> - R, f e C'soggettaad unvincolog : R? - R, g € C'

23



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Le caratteristiche del metodo dei moltiplicatori di Lagrange saranno
inizialmente discusse per il caso di ottimizzazione di una funzione
f:R?> - R, f e C'soggettaad unvincolog : R? - R, g € C'

Caso bidimensionale (n =2, m = 1)
Minimizzare f(x1, x2)

soggetta a
g(x1,x2) =0

23



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Definiamo, secondo Lagrange, la nuova funzione obiettivo L:
L(x1,x2, A) = f(xq,Xx2) + Ag(x1, X2) (21)

con A quantita incognita che prende il nome di moltiplicatore di
Lagrange.

24



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Definiamo, secondo Lagrange, la nuova funzione obiettivo L:
L(x1,x2, A) = f(xq,Xx2) + Ag(x1, X2) (21)

con A quantita incognita che prende il nome di moltiplicatore di
Lagrange.
Osserviamo che:

O il punto di ottimo (xj, x;) della funzione L coincide con quello
della funzione f;

24



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Definiamo, secondo Lagrange, la nuova funzione obiettivo L:
L(x1,x2, A) = f(xq,Xx2) + Ag(x1, X2) (21)

con A quantita incognita che prende il nome di moltiplicatore di
Lagrange.
Osserviamo che:

O il punto di ottimo (xj, x;) della funzione L coincide con quello
della funzione f;

O Tartificio introdotto da Lagrange permette di trasformare il
problema di ottimo vincolato in uno di ottimizzazione non
vincolata.

24



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Applicando alla (21) le condizioni necessarie di estremo si ottiene |l
sistema:

25



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Applicando alla (21) le condizioni necessarie di estremo si ottiene |l

sistema:
IL(x1,x2,A) _ 9f(xq,X2) d9(x1,x2)
o, = " ox, + A o, =0 (22a)
aL(X‘|/X2/ A) _ af(X1,X2) ag(X1,X2) _
(9X2 a (9X2 A 8x2 =0 (22b)
IL(x1,Xx2, A
o, x2 A) _ o o) =0 (22c)

dA

25



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Applicando alla (21) le condizioni necessarie di estremo si ottiene |l
sistema:

dL(x1,x2, A) _ If(x1,x2) N ABg(x1,X2) _

8x1 8x1 8X1 0 (228)
aL(X‘|/X2/ A) _ af(X1,X2) ag(X1,X2) _

(9X2 a (9X2 A 8x2 =0 (22b)
IL(x1,Xx2, A
oL, xe, A) 1& AQ ) — g1, x) = 0 (22c)

Eliminando A dalle (22a) e (22b) si ottiene la (6)

900, x3) g, x5) g0, ) ANk xg)
8X1 8xz 8X1 8xz B

25



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE - CASO GENERALE

Estendiamo al caso generale di n variabili ed m vincoli le
considerazioni svolte nel precedentemente (m < n):

26



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE - CASO GENERALE

Estendiamo al caso generale di n variabili ed m vincoli le
considerazioni svolte nel precedentemente (m < n):

Minimizzare f(X)

soggetta a
gx)=0, (=1,2,...,m)

La nuova funzione obiettivo L costituita da (n + m) variabili &
definita come segue:

26



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE - CASO GENERALE

Estendiamo al caso generale di n variabili ed m vincoli le
considerazioni svolte nel precedentemente (m < n):

Minimizzare f(X)

soggetta a
gx)=0, (=1,2,...,m)

La nuova funzione obiettivo L costituita da (n + m) variabili &
definita come segue:

L(X1/X2/ <o Xn, A1//\2/ e //\m) = f(x) + /\1g1(x) +...+ /\mgm(x)
(23)

26



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE - CONDIZIONI NECESSARIE

Le condizioni necessarie affinché L abbia un estremo sono le

seguenti:
of T dgi(x
%Z 353-() ZA,- gj)f.)=01 peri=1,2,...,n (24a)
] i j:1 i
oL _
L =90 =0, perj=1,2,...,m (24b)

oA

27



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE - CONDIZIONI NECESSARIE

Le condizioni necessarie affinché L abbia un estremo sono le
seguenti:

m
a.
aL‘af(X)+ZA g!(x):O, peri=1,2,...,n (24a)

Jj=1
— =gj(x)=0, perj=1,2 m 24b
8/\1 il 7 j yE&y ey ( )

Le equazioni (24) formano un sistema di (n + m) equazioni nelle
(n+ m) incognite x1,x2,...,Xn € Ay, Ao, ..., Am

27



MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE - CONDIZIONI SUFFICIENTI

Teorema

La condizione sufficiente affinché la funzione f(x) abbia un minimo
(massimo) relativo in x* € che la funzione quadratica

9L
Q= Z > S i (25)

valutata in x = x* sia definita positiva (negativa), per tutti i valori di
dx che soddisfano i vincoli.




In particolare affinché Q sia definita positiva (negativa) per tutte le
variazioni possibili dx, & necessario che siano positive (negative)
tutte le radici del polinomio in u ottenuto espandendo il

determinante

[ Ly1—p L2
Lor Loo—p
det Ln1 Ln2
g1 gi2
921 922
Im1 Im2
A2L(x*, A
conl;= LYY

IX;0X;

Lz ... Lin G111 9ot
Loz ... Lop g2 g22
Ln3 N Lnn - ‘U g1n QZn
g3 .-~ Jin 0 O
gosz ... 9on 0 0
am3 ... 9mn 0 0
dg;
v an

Imi |
Im2

29



PROGRAMMAZIONE NON LINEARE



PROBLEMA GENERALE

La formulazione generale dei problemi di programmazione non
lineare (NLP) si presenta nella forma:

Minimizzare 6(x) soggetta ai seguenti vincoli
g(x)<0 ieM={1,2,...,m}
h(x)=0 jeK={1,2,...,k} (27)

dove 0(x), gi(x) e h;(x) sono funzioni definite su uno spazio
Euclideo n-dimensionale E" ed hanno derivate parziali prime
continue su E".

31



CRITERI DI OTTIMO

| criteri di ottimo, possono essere suddivisi in due categorie:

O Necessari: Se x* e soluzione del problema (27), le relazioni
che legano 0(x*), gi(x*) e h;j(x") sono considerate condizioni
necessarie.

O Sufficienti: In taluni problemi sara possibile stabilire un insieme
di condizioni grazie alle quali si garantisce che un punto x* sia
un estremo relativo.

32



TEOREMA DI TRASPOSIZIONE DI MOTZKIN

Teorema

Siano A, B e C matrici reali e cosatanti con A non identicamente
nulla. O il sistema:

y'A<0 y'B<0 y'C=0 (28)
ha soluzione y, o il sistema
Az; +Bz, +Cz3=0 2z >0 2z1#0 2, >0 (29)

ha soluzione z{,z, e zz. Entrambe le possibilita non possono
sussistere.



LEMMA | - PARTE |

Sianofi(x)ieL={1,2,...,t} #0eh;,j={1,2,..., k}, funzioni
definite in un insieme aperto D di E” ed aventi derivate parziali
continue in D.

Si consideri il sistema
fix)=0 iel (30a)
h(x)=0 jeK (30b)
con soluzione x € D e sia

filx) <0 iel (31a)
h(x)=0 jeK (31b)

un sistema che non ha soluzione in D.

34



LEMMA | - PARTE Il

Allora il sistema

y'Vi(x*) <0 i€l (32a)
y'Vh(x) <0 jeK (32b)

non avra soluzione iny € E”, assunto che
Vhi(x), j € K (33)

siano linearmente indipendenti.

35



LEMMA I

Siano valide le ipotesi del Lemma I. In tal caso esisteranno dei
vettori F € E¢, § € EX, tali che

4 k
Z FVE(X) + Z §Vhi(x") =0 (34a)
i=1 j=1
0 (34b)

-l
v

0.1 (34c)

| ——

wm =

.
+H

1Con la presente notazione si intende che non tutte le componenti del vettore

possono annullarsi.
36



CONDIZIONI GENERALIZZATE NECESSARIE DI FRITZ JOHN

Se x* e soluzione del problema (27), allora esistono dei vettori

Ug 72

_ U _ _ Vo ~

a=<{ . }, aegm™! v={ "}, VeEk (35)
Um Uk

tali che

m k
ToVO(X*) + Z Vg (x*) + Z 7Vh(X) =0
i=1 j=1
m

uigi (x') =0
=1

u >0

#0

| p——
<l £

37



Dimostrazione
Sia o
M={ilieM, g;(x*) =0}

D= {x*|x*eE”, gi(x) <0, ieM—M}

(36)

(37)

38



Dimostrazione
Sia

M= {ilieM, g;(x*) =0}

D= {x*|x*eE”, gi(x) <0, ieM—M}

Poniamo inoltre:

fi(x) = 6(x) - 6(x7)

fi(x) = gr (%),

PeM (i=2,3,...

(38a)
(38Db)

38



Considerata la definizione di f1(x), linsieme L = {1,2,...,{} non &
vuoto (indipendentemente dal fatto che M sia vuoto o meno).

Il sistema

filx)=0, i€l (39a)
hi(x)=0, jeK (39b)

ha soluzione x* € D. Per contro, il sistema

filx)<0, ielL (40a)
hi(x)=0, jekK (40b)

NON ha soluzione in D.

39



Considerata la definizione di f1(x), linsieme L = {1,2,...,{} non &
vuoto (indipendentemente dal fatto che M sia vuoto o meno).

Il sistema

filx)=0, i€l (39a)
hi(x)=0, jeK (39b)

ha soluzione x* € D. Per contro, il sistema

filx)<0, ielL (40a)
hi(x)=0, jekK (40Db)
NON ha soluzione in D. Infatti, se il sistema delle (40) avesse

soluzione, X* non sarebbe un minimo e quindi le ipotesi finora fatte
non sarebbero valide.

39



Abbiamo appena verificato che le ipotesi del Lemma Il sono

verificate, quindi possiamo affermare I'esistenza di due vettori
o 1
TP,

-l
Il
-

&

(F E E") (41)

("]l
Il

(seE (42)
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Abbiamo appena verificato che le ipotesi del Lemma Il sono
verificate, quindi possiamo affermare I'esistenza di due vettori

o ]
e

-l
Il
-

&

(F E E") (41)

("]l
Il

(seE (42)

tali che
4 k
RVOX) + > o Vap(x) + ) §Vh(x') =0 (43)
i=2 j=1

conF>0e| @ v]T;tO.
40



Si tenga presente che P; € M e in generale Vgp, (x*) # 0.

41



Si tenga presente che P; € M e in generale Vgp, (x*) # 0.
Se definiamo u € E™' e v € EX nella maniera seguente

o = Fo (44)

_ Operie M—-M

up=4_ o — (45)
riperieM

(Pesistenza degli r; & garantita dal Lemma 2)
V=s (46)

si avra che:

41



m
1 Z U;gi(x*) = 0 per la definizione di u, in quanto per

i=1
ieM-M,u =0;
2. e possibile riscrivere la relazione (43) come segue

<I

m k
BVO(X) + ) TVgi(X)+ ) UVh(x)=0  (47)
i=1 =1
con
a >0 (48)
] #0 (49)

—
=

42
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